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Obsah prednasky

3.4 Ireducibilni polynomy: Ukazeme, ze pro nad koneénym polynom
existuji ireducibilni polynomy libovolnych stupnd.
Polynom x9" — x je délitelny ireducibilnim polynomem
f stupne m nad konecnym télesem F, pravé kdyz
m | n. Polynom x9" — x je soucinem vsech téchto
polynomii. Dale ukazeme, ze kofenové rozsireni
konecného télesa je zaroven rozsifenim rozkladovym.
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Obsah prednasky

3.4 Ireducibilni polynomy: Ukazeme, ze pro nad koneénym polynom
existuji ireducibilni polynomy libovolnych stupnd.
Polynom x9" — x je délitelny ireducibilnim polynomem
f stupne m nad konecnym télesem F, pravé kdyz
m | n. Polynom x9" — x je soucinem vsech téchto
polynomii. Dale ukazeme, ze korenové rozsireni
konecného télesa je zaroven rozsifenim rozkladovym.

3.5 Automorfismy konecnych téles: Ukazeme, ze automorfimy
koneéného télesa jsou pravé mocniny Frobeniova
automorfismu.
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Obsah prednasky

3.4 Ireducibilni polynomy: Ukazeme, ze pro nad koneénym polynom
existuji ireducibilni polynomy libovolnych stupnd.
Polynom x9" — x je délitelny ireducibilnim polynomem
f stupne m nad konecnym télesem F, pravé kdyz
m | n. Polynom x9" — x je soucinem vsech téchto
polynomii. Dale ukazeme, ze korenové rozsireni
konecného télesa je zaroven rozsifenim rozkladovym.

3.5 Automorfismy konecnych téles: Ukazeme, ze automorfimy
koneéného télesa jsou pravé mocniny Frobeniova
automorfismu.

3.6 Maticova reprezentace: Ukazeme, jak reprezentovat prvky
konecného télesa pomoci matic.
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. . . . Ve o B
Existence ireducibilnich polynomi a rozklad x9 — x

Bud'F libovolné konecné téleso. Pro kazdé prirozené Cislo n
existuje ireducibilni polynom stupné n nad IF,.
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. . . . Ve o B
Existence ireducibilnich polynomi a rozklad x9 — x

Bud'F libovolné konecné téleso. Pro kazdé prirozené Cislo n
existuje ireducibilni polynom stupné n nad IF,.

Bud' f(x) € Fq[x] ireducibilni polynom. Potom

f(x) | (x7" = x) <= degf | n.
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. . . . Ve o B
Existence ireducibilnich polynomi a rozklad x9 — x

Bud'F libovolné konecné téleso. Pro kazdé prirozené Cislo n
existuje ireducibilni polynom stupné n nad IF,.

Bud' f(x) € Fq[x] ireducibilni polynom. Potom

f(x) | (x7" = x) <= degf | n.

Dasledek

Polynom x9" — x je roven soucinu vsech monickych ireducibilnich
polynomii f nad F takovych, Ze deg f | n.
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Koreny ireducibilnich polynoma

Bud' f(x) ireducibilni polynom stupné m nad télesem [F,. Potom
plati:
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Koreny ireducibilnich polynoma

Bud' f(x) ireducibilni polynom stupné m nad télesem [F,. Potom
plati:

@ Polynom f(x) ma v télese Fqm néjaky koren .
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Koreny ireducibilnich polynoma

Bud' f(x) ireducibilni polynom stupné m nad télesem [F,. Potom
plati:

@ Polynom f(x) ma v télese Fqm néjaky koren .

2 m—1 . o = — . So
o Prvky a, 9,09 ,...,a9 = jsou po dvou riizné a tvori pravé
vsechny koreny polynomu f(x).
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Koreny ireducibilnich polynoma

Bud' f(x) ireducibilni polynom stupné m nad télesem [F,. Potom
plati:

@ Polynom f(x) ma v télese Fqm néjaky koren .

@ Prvky o, a9, oﬂz, ... ,aqm_l Jsou po dvou riizné a tvori pravé
vsechny koreny polynomu f(x).

Dasledek

Korenové rozsireni koneéného télesa uréené ireducibilnim

polynomem f(x) je rozkladovym nadtélesem tohoto polynomu.
Specialné, téleso Fym je rozkladovym nadtélesem libovolného
ireducibilniho polynomu stupné m nad F.
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Konjugované a absolutné konjugované prvky

Jsou-li Fy C Fgn konecna télesa a o € Fgn, potom se prvky
a,aq,aqz, .. .,oz""71 nazyvaji konjugované. Je-li g prvocislo,
nazyvaji se dané prvky absolutné konjugované.
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Konjugované a absolutné konjugované prvky

Jsou-li Fy C Fgn konecna télesa a o € Fgn, potom se prvky
a,aq,aqz, e ad" nazyvaji konjugované. Je-li g prvocislo,
nazyvaji se dané prvky absolutné konjugované.

Bud' m(x) minimalni polynom prvku o € Fgn nad télesem F.
d—1

Polozme d = deg m(x). Potom jsou prvky o, a9, ad’, .. .a9
navzajem riizné, jsou vsechny koreny polynomu m(x) a tedy

)

m(x) = (x — a)(x —a?)(x —a®) .- (x —a®""
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Frobenitiv automorfismus

Zobrazeni

O':]Fpn—>]Fpn
a— af

Je automorfimem télesa Fpn.
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Frobenitiv automorfismus

Zobrazeni

O':]Fpn—>]Fpn
a— af

Je automorfimem télesa Fpn.

Zobrazeni o se nazyva Frobeniiiv automorfismus télesa Fpn.
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Frobenitiv automorfismus

Zobrazeni

O':]Fpn—>]Fpn
a— af

Je automorfimem télesa Fpn.

Zobrazeni o se nazyva Frobeniiiv automorfismus télesa Fpn.

0

Zobrazeni 6%, o,02,...,0" "t jsou po dvou riizné automorfismy
télesa Fpn a jiné automorfismy tohoto télese nexistuji.
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Vlastnosti

Pozorovani

Koneéna télesa Struktura koneénych téles 2.



Vlastnosti

Pozorovani

@ Grupa automorfismii konecného télesa je cyklicka, generovana
Frobeniovym automorfismem.
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Vlastnosti

Pozorovani

@ Grupa automorfismii konecného télesa je cyklicka, generovana
Frobeniovym automorfismem.

o [Fym-automorfismy télesa Fpn jsou pravé mocniny
automorfismu ¢™. Téch je .
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Vlastnosti

Pozorovani

@ Grupa automorfismii konecného télesa je cyklicka, generovana
Frobeniovym automorfismem.

o [Fym-automorfismy télesa Fpn jsou pravé mocniny
automorfismu ¢™. Téch je .

@ Prvky konjugované k o € Fgn nad Fg jsou pravé obrazy tohoto
prvky pfi Fq automorfismech télesa Fgn.
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Vlastnosti

Pozorovani

@ Grupa automorfismii konecného télesa je cyklicka, generovana
Frobeniovym automorfismem.

o [Fym-automorfismy télesa Fpn jsou pravé mocniny
automorfismu ¢™. Téch je .

@ Prvky konjugované k o € Fgn nad Fg jsou pravé obrazy tohoto
prvky pfi Fq automorfismech télesa Fgn.

@ Prvky konjugované k primitivnimu prvky jsou primitivni.
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Véta Cayleyova-Hamiltonova

Definice (Dosazeni matice do poynomu)

Bud A ¢tvercova matice fadu n a f(x) = amx™ + -+ - a1x + ao
polynom nad télesem F. Dosazenim matice A do polynomu f(x)
dostaneme matici f(A) = a,A™ + - -+ + a1A + aol, kde I znaci
jednotkovou matici fadu n.
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Véta Cayleyova-Hamiltonova
Definice (Dosazeni matice do poynomu)

Bud A ¢tvercova matice fadu n a f(x) = amx™ + -+ - a1x + ao
polynom nad télesem F. Dosazenim matice A do polynomu f(x)
dostaneme matici f(A) = a,A™ + - -+ + a1A + aol, kde I znaci
jednotkovou matici fadu n.

Véta (Cayelyova-Hamiltonova véta)

Bud' A &tvercovd matice fadu n nad télesem F a bud’
xXa(A) = det(A — M) jeji charakteristicky polynom. Potom

xa(A)=0

kde 0 znaéi nulovou matici Fadu n.
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Doprovodna matice polynomu

Definice

Necht f(x) = x" + a,_1x" "1 + -+ + a;x + ag je monicky polynom
nad télesem F. Doprovodnou matici polynomu f(x) rozumime

matici
0 0 0 ... 0 -—a
1 0 0 ... 0 —a
0 1 0O ... 0 —a
A= | . . :
0 0 1 0 —a,

o

0 0 1 —dnp—1

nad télesem F typu n x n nad F.
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Vlastnosti doprovodné matice

Bud' f(x) ireducibilni monicky polynom stupné n nad télesem F.
Potom je

xa,(A) = (=1)"F(A).

Koneéna télesa Struktura koneénych téles 2.



Vlastnosti doprovodné matice

Lemma

Bud' f(x) ireducibilni monicky polynom stupné n nad télesem F.
Potom je

xa,(A) = (=1)"F(A).

Dasledek

Bud' f(x) ireducibilni monicky polynomnad télesem F. Potom je

f(Af) = 0.
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Maticova reprezentace

Bud' f(x) ireducibilni monicky polynom nad télesem F a Af jeho
doprovodna matice. Polozme

M = {g(Ar) | degg < degf}.

Zobrazeni

Fla]/(f(a)) = M
g(a) — g(Ar)

Jje izomorfismus téles.
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Priklad

Polynom f(x) = x® + x + 1 je monicky a nad télesem F ireducibilni
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Priklad

Polynom f(x) = x3 + x + 1 je monicky a nad t&lesem F3 ireducibilni (sta&f ovéfit, ze nem4 koFen).
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Priklad

Polynom f(x) = x> + x + 1 je monicky a nad t&lesem F3 ireducibilni (sta&i ovéfit, ze nem4 kofen). Podle

definice je
0 0 1
Ar=|1 0 1
0 1 0
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Priklad

Polynom f(x) = x> + x + 1 je monicky a nad t&lesem F3 ireducibilni (sta&i ovéfit, ze nem4 kofen). Podle

definice je
0 0 1
Ar=|1 0 1
0 1 0

Prvky télesa Fg mizeme ztotoznit s maticemi:
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Priklad

Polynom f(x) = x> + x + 1 je monicky a nad t&lesem F3 ireducibilni (sta&i ovéfit, ze nem4 kofen). Podle

definice je
0 0 1
Ar=|1 0 1
0 1 0

Prvky télesa Fg mizeme ztotoznit s maticemi:

0O 0 O
0=|0 0 0],
0O 0 O
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Priklad

Polynom f(x) = x> + x + 1 je monicky a nad t&lesem F3 ireducibilni (sta&i ovéfit, ze nem4 kofen). Podle
definice je

Prvky télesa Fg mizeme ztotoznit s maticemi:

0O 0 O
0=|0 0 0],
0O 0 O

-
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~
oo
o+Oo
= O o
~——
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Priklad

Polynom f(x) = x> + x + 1 je monicky a nad t&lesem F3 ireducibilni (sta&i ovéfit, ze nem4 kofen). Podle
definice je

Prvky télesa Fg mizeme ztotoznit s maticemi:

0O 0 O
0=|0 0 0],
0O 0 O
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Priklad

Polynom f(x) = x> + x + 1 je monicky a nad t&lesem F3 ireducibilni (sta&i ovéfit, ze nem4 kofen). Podle
definice je

0O 0 O
0=|0 0 0],

0O 0 O
0o 1
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Priklad

Polynom f(x) = x> + x + 1 je monicky a nad t&lesem F3 ireducibilni (sta&i ovéfit, ze nem4 kofen). Podle
definice je

0O 0 O

0=|0 0 0],
0O 0 O
1 0
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Priklad

Polynom f(x) = x> + x + 1 je monicky a nad t&lesem F3 ireducibilni (sta&i ovéfit, ze nem4 kofen). Podle
definice je

0O 0 O
0=|0 0 0],

0O 0 O
1 0 1
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Priklad

Polynom f(x) = x> + x + 1 je monicky a nad t&lesem F3 ireducibilni (sta&i ovéfit, ze nem4 kofen). Podle

definice je
0 0 1
Ar=[1 0o 1.
0 1 0
Prvky télesa Fg mizeme ztotoznit s maticemi:
0O 0 O 1 0 O 0 0 1
0=|0 0 0], I={0 1 o0, Ar=(1 o0 1|,
0O 0 O 0O 0 1 0O 1 o0
1 0 1 0 1 0 1 1 0
Ar+l=[1 1 1], A2=(o0o 1 1], A2+1=(0 0o 1|,
0 1 1 1 0 1 1 0o o
0 1 1
A2+Ar=(1 1 of,
1 1 1
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Priklad

Polynom f(x) = x> + x + 1 je monicky a nad t&lesem F3 ireducibilni (sta&i ovéfit, ze nem4 kofen). Podle

definice je
(0

0 0 0
1 0 1 0o 1 o0 101
Af+l:<1 1 1), A%:(o 1 1), A$+I:<o 0 )
0 1 1 1 0 1 1 0
0 1 1 1 1 1
A§+Af:<1 1 o), A$+Af+l:<1 0 o),
11 1 1 1 o0
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